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MATEMATICAS V @

Intervalos

(Qué es una variable? Es una cantidad a la cual se le puede asignar un niimero
tlimitado de valores. Trabajaremos con las tltimas letras del alfabeto: v, w, x, yyz

(Qué es una consiante? Es una cantidad en Ia cual durante el curso de un proceso
sus valores van a ser iguales. Hay dos tipos de constantes:

> Constante numérica. Son valores en que sus cantidades van a ser numéricas (ntxmeros).
»  Constante arbitraria. Son valores que se van a asignar de manera arbitraria durante un

Proceso y que se van a conservar siempre.

Intervalo de una variable: Son valores variables que pueden fomar en un
segmento en aumento o disminucién segin sea el caso.

JQué es una funcion? Es la relacién que existe entre dos variables en la cual el

valor de la primera queda determinado por la segunda. Esas variables pueden ser dependientes o
independienies. La notacion de una funcitn es f(x) y se lee "funcion de x.

Intervalo de una variable: Es cuando una variable toma valores que estan
comprendidos entre dos de ellos, que se denominan exiremos del intervalo. Sean a y b los
extremos inferior y superior respectivamente de un intervalo, la variable puede tomar cualquiera
de los valores que estén comprendidos entre @ v b; lo anterior se denomina amplitud del intervalo,
siendo a<b, resultando b-a. La notacion del intervalo es [a,b] que significa "intervalo de a hacia
b"; 1a notacion para la variable es a<r<b y que se lee: "x es mayor que @ y menor que b".

Intervalo cerrado: Sean a 'y b numeros reales tal que a<b, el intervalo cerrado
[a,b] cuya potacién representa al conjunto de los valores de la variable x tales que a<x<b:

fab] = {x | asx<b}

Intervalo abierto: Seanay b numeros reales tal que a<b, el intervalo abierto (a.,b)
cuya notacion representa al conjunto de los valores de la variable x tales que a<r<d:

(a.b) = {x | a<x<b}

Intervalo semiabierto por la izquierda: Es el conjunto de todos los pimeros reales
mayores que g y menores o iguales que b, su notacién es (a,b], es decir:

@b] = {x | a<x<b}
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Intervalo semiabierto por la derecha: Es el conjunto de todos los numeros reales
mayores o iguales que 4 y menores que b, su notacion es [a,5), es decir:

{a.b) = {x| asx<b}
Intervalos infinito: Se denominan intervalos infinitos:

Al conjunto de todos los valores de la variable x tales que x es mayor que a: (a,0).

Al conjunto de todos los valores de 1a variable x tales que x es menor que b: (~0,b).

Al conjunto de todos los valores de la variable x tales que x es mayor o igual que a: {a,0).
Al conjunto de todos los valores de la variable x tales que x es menor o igual que b: (<0,5].
Al conjunto de los mimeros reales: (-0,c0).

YYVYVY

Dominio Y Rango De Una
Funcion

Al definir funcion como el conjunto coordenado de niimeros reales, tales que dos
pares distintos no tiemen el mismo primer elemento. Al conjunto de los nimeros v (pares
ordenados) se le denomina dominio de la funcion y a los segundos elementos, y, se les denomina
rango de la funcion. El primero se abrevia Df y el segundo Rf, también se le define como la
relacion entre dos variables, en donde y depende de x, ya que a cada valor de x le corresponde un
solo valor de y, donde tenemos que x es la variable independiente y y 1a variable dependiente, por
lo tanto, a x 1a denominamos dominio de 1a funcién y a y rango de la funcion.

Grdfica de una fimcién: Es el conjunto de puntos cuyas coordenadas son valores
correspondientes a la variable independiente (dominio) y variable dependiente (rango).
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Clasificacion Y Definicion
De Funciones

Clasificacién De Funciones

Depende del numero de vanables, es decir:

>  Funciones de una variable: Cuando el valor de una variable y (funcion) depende del de una
variable x, tenemos una funcién de una variable independiente.

>  Funcién de varias variables: Cuando el valor de y (funcién) depende de los valores de dos
0 mas variables, tenemos una funcién de varias variables independientes.

> Funcion algebraica: Es aquella que esta formada por un numero finito de operaciones
algebraicas (que son suma, resta, multiplicacion, division, potenciacion y radicacion).

> Funcién trascendente: Es aquella que no cumple con las caracteristicas de una funcion
algebraica, se comsidera funcién trascendente, como las circulares, circulares inversas
(trigonométricas y trigonométricas inversas) exponenciales y logaritmicas.

Clasificacion De Funciones Algebraicas

> Funcién racional: Es aquella cuyas variables no contienen exponentes fraccionarios ni se
encuentran bajo el signo radical, se puede también expresar como el cociente de dos funciones
polinominales.
>  Funcién irracional: Es aquella en la cual alguna de las variables tiene exponente
fraccionano o se encuentra bajo signo radical.
> Funcion entera: Es aquella que no tiene ninguna variable en el denominador y que no esta
afectada por exponentes negativos.
Funcién polinominal: Sea f una funcion definida por:

fx)=aox" +aix™ ! +ac™ 2 + ... + g™,
donde 7 es un entero positivo y a,, a,, a,, ..., a,, son nameros reales diferentes de cero, se
denomina funcién polinominal.
> Funcién lineal: Es la funcién polinominal de grado igual a la unidagd.
> Funcién cuadrdtica: Es la funcién polinominal de grado igual a dos.
> Funcion cubica: Es la funcién polinominal de grado igual a tres.
»
>

\ 4

Funcidn idéntica: Es la funcién lineal f(x) =x.
Funcién fraccionaria: Es aquella que tiene una variable como denominador o est4 afectada

por un exponente negativo.
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>  Funcién explicita: Es aquella en la cual la variable independiente estd involucrada
directamente con las operaciones indicadas, que al determinarse da el valor de la funcion y se
puede expresar en término de una sola funciéon. : o

> * Funcién implicita: Es cuando se da una relacién entre la variable independiente y la
variable dependiente por medio de una ecuacion no resulta para ninguna de las variables.

Operacionea Con Funciones

Adicion Y Muliplicacion
Dadas las funciones de variables real f y g con dominio y rango respectivamente,
entonces la adicion f + g y la multiplicacién f - g son funciones con dominio Df n Dg y reglas
correspondencia;

[/ +8)x) = 1) + g(x)
J+8=1{x f(&)+gx)|x e Df ~ Dg}
Es decir, el valor de f + g en x s la suma de los valores de fy g en x.
U/ - 8)(0) = fx)  gx)

f g=1ix f(x) gx)|x € Df " Dg}
Es decir, el valor de f + g en x es el producto de los valores de f y g en x.
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Concepto De Limite

Los limites nos revelan el comportamiento de una funcion cerca de un punto, ya
que una funcion es el conjunto de pares ordenados (xr,y), en que el valor de y se relaciona con x por
mediodemamgladewnespmdmcia,paoquémwdemandoaxselewigmnvﬂmqmse
aproximan mas a un Dumero d, se obtiene e] limite de una funcion cuando x tiene a a-

lmn Aix)

De lo anterior, consideramos €] limite de una funcién como un mimero a que puede
estar o no en el domino de f, esto es, que f(@) no esta definida. Si existe un numero L tal que f(x)
Seapm)dmecadammésal,cuandoxseacercamzisaa,sedicequeellimitedexamedidaque
xtiendeaaesL:

limAx) =1

El limite de f(x) cuando x tiende a a puede no existir. Hay dos razones por las
cuales podria no existir:

> Los valores de la funcién de x pueden ser mayores a medida que x se acerca a a.
> El limite de la funcién de x puede asumir diferentes valores cuando x se acerca a a desde
distinfas direcciones.

Fropiedades De Los Limites

»  El limite de una constante ¢ cuando x tiende a a es igual a c.

> El limite de x cuando x tiende a a es igual a a.

> Siuna constante y una funcion, el limite del producto ¢ - f cuando x tiende a a es igoal al
producto de la constante por el limite de 1a funcién.

> Si]yg(ﬁmciones),ellimitedelproductoﬂgcuandoxﬁendeaamigualalproductode
los limites de las funciones. ,

> 51 fy g (funciones), el limite de una suma o diferencia es igual a la suma o diferencia de los
limites de las fonciones.
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Calculo Del Limite De Funciones

Existen bdsicamente dos casos para el célculo del hmte

: '  Cuando una funcién es simplificada se sustituye el valor directamente a que tiende
]avanable independiente. Al aplicar las propiedades de los limites en la determinacién del limite,
al sustituir el valor de la variable al que tiende la misma, se encuentra el limite de la funcion.

A veces es necesario simplificar la ecuacion antes de sustituir la variable, ya que de
no hacerlo da lugar a la indeterminaciéon (0 + 0). La transformacién de la expresion dada se
obtiene por medio de la factorizacion del numerador y en algunos casos del denominador.
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Derivacion De Funciones

La Derivada Como Razon De

Cambio

Hay varias aplicaciones del conocimiento de razon de cambio, por ejemplo: los
indices de desercion escolar, costos de produccién. Estas razones de cambio se refieren con

relacion al cambio con respecto al tiempo, pero a su vez puede ser con respecto a cualquier
vanable relacionada.

Por lo que resumimos que es el limite de la razén del incremento de la funcién al
incremento de la vaniable dependiente cuando esta tiende a cero.

Otra definicion de la derivacién de funciones es una funcién prima f'(x) definida
como el limite que representa un cambic,

La razon de cambios instantaneos de y en x se representa por:

dy Ay . faxtrbx-Ax)
ﬂ X)= — = =~ = hm dhablvudthoid
( ) ax Ax A 3 Ax

Derivadas De Sumas,
Froductos, Cocientes Y
Funciones Compue@tae

Formulas Para Las Derivadas De Las Funciones

d . _
1. ;C—O

2. Lcfx)=ciflx)
d
2 ;x" = nx!
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11
12.

13

14
15.

16.
17.

18 4

19.

21
22
23.
A
25.

. d

4d . -
asmx—cosx

& COSX = —SImx
‘ R
atanx—sec X
4

5 Secx = secxianx

i cscx = —cscxcolx

d -
d‘cotx——escx

%a‘:a‘lna sia>0

PAGINA 756



MATEMATICAS V @

Derivada De La Suma De Funciones

Ladexivadade\masmnaodiferenciadedosomasﬁmciomeslamnnao
diferencia de las derivadas de las funciones:

i—Mx} tgx)]= {;ﬂx} + %g(x)

Derivada Del Producto De Dos Funciones

La derivada del producto de dos funciones 7(x) y g(x) es igual a f(x) multiplicando
la derivada de g1x), mas g(x) multiplicando a la derivada de fx):

U0 g0)] = A0 Le) + g(x)Lfx)

Derivada Del Cociente De Dos Funciones

ladeﬁvadadelcocienteeselpmdmtodeldenmninadorporladeﬁvadadel
numerador, menos el producto del numerador por la derivada del denominador. todo dividido por
el cuadrado del denominador:

4 [ s ] - g
&Ll W]

Todo esto, siempre y cuando g(x)=0.

Derivada De Funciones Compuestas
Regla De La Cadena:

Para hallar la derivada de la composicién de dos fimciones f{g(x)], usamos dicha
regla. La primera dificultad que se presenta consiste en reconocer una expresion compuesta
cuando ésta aparezca. Los libros de texto usan la notacién (8°fXx) para funciones compuestas.
La notacitn de la regla de la derivacion en cadena es:

#Mew]= @ ]Le)
Formeutas Pana Las Devivadas De Las Fimelones Comprucestas:

Se emplea v para representar la funcion interior:

d.n _ n—lj_
1 Y =m™ U

T d
2 & SI0U = COSu—_u
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d — —ainsd
*0088(— smudxu

o = gee2yd
: tanu = sec u_u
< secu = secutan uZu
a - ax

4 - 4
&Cscu= —cscucotudxu

4 - d
acotu— cscu u
1a'=a'lnu£u sia>0
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14 2 arcsecu = ! 4y

15. Larcescu =

16. < arccotu = %—d-u

. ./ . ;e
Derivacion De Funciones Implicitas

Cuando se da una relacién entre x y y por medio de una ecuacion no resuelta para

¥, a y se le llama funcién implicita de x, por ejemplo la ecuacién x> -y =4 define a y como

funcion implicita de x. Es claro que por medio de esta ecuacion, x se define igualmente como

funciéon mmplicita de y. Para la derivaciéon de funciones mmplicitas puede no ser conveniente

resolver la ecuacion para obtener a y como fincion explicita de x, o x como funcion explicita de y.

Para calcular la derivada se sigue la siguiente regla: "Derivar la ecuacion, término
a término, considerando a y como funcién de x, y de la ecuacion resultante despejar la derivada de
y con respecto de x".

En la derivada pueden sustituirse solamente los valores correspondientes de x y y
que safisfacen a la ecuaciéon dada.

La regla fundamental dice derivar a x con respecto a y y despejar dy/dx y cuando se
derive a y se sustituye por d/dx(y) = dy/dx.

Cabe hacer notar que en general el resultado contendré tanto a x como a y.
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Valores De Maximos
Minirmos

Una funcion y = 1(x) se llama funcién creciente si Yy aumenta algebraicamente

cuando x aumenta y se llama funcién decreciente si y disminuye algebraicamente cuando x
aumenta.

Un valor de una funcién es maximo 81 es mayor que cualquiera de los valores que
le anteceden o le siguen Inmediatamente. *’n valor de una funcién es minimo si es menor que
cualquiera de los valores que le anteceden o le siguen inmediatamente.

f(x) es un maximo si fi(x) o derivada es igual a cero y si fi(x) cambia de signo
pasando de menos a mas. f(x) es un minimo sj f(x) o derivada es igual a cero y si f'(x) cambia de
signo pasando de mas a menos.

Frimer Método

] Se halla la primera derivada de la funcion,

2 Se iguala la primera derivada a cero, y se hallan las raices reales de la ecuacion resultante.
Estas raices son los valores criticos de la vanable.

menor es cuando queremos indicar cualquier valor entre la primera raiz o valor critico que se
considera y la raiz inferior a la mas proxima); y después para un valor un poco mayor que é] (un
poco mayor significa cualquier valor entre Ia Taiz que se considera y la proxima mayor).

S1 el signo de la derivada es primeramente positivo y después negativo, la funcién
tiene un i pamestevalormﬁco,enelcasooonhmioﬁenemminimo. Si el signo no
cambia, Ia fincién no tiene ni méximo nj minimo para el valor critico considerado (valores criticos
son los valores de la variable independiente que satisfacen la ecuacién f(x) = ().
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Segundo Método

Paraobtenerlosaﬁmmosymimmosponmsegxmdométodoemstencua&opasos

Se determina la primera derivada y se iguala a cero.
Se determinan los valores reales o criticos con respecto a la ecuacion de la primera derivada.
Se determina Ia segunda derivada de la funcion dada.

Se sustituyen los valoxmaihcoaenlasegundadmvadaysxelmﬂtadoesnegauvosedwe
quee:ustemminnno y si el resultado es positivo se dice que existe un maximo.

AW~
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Cdlculo Integral

’ / ’ [ ’
Funcion FPrimitiva
En el calculo diferencial hemos aprendido a calcular la derivada de una funcion
dada, operacion que se indica f7(x) = iﬂx) - dfix) = f(x)dx.

lmpmblemasdecélaﬂointegmldependendelaopemciéninwma,halhruna
funcion f(x) cuya derivada es conocida: dada la diferencial de una funcion hallar la funcion. La
funcion f(x) que asi se obtiene se llama una integral de la expresion diferencial dada; el
procedimiento para hailarla se llama integracion, 1a operacion se indica indicando el signo integral
() delante de la expresion diferencial dada:

[ (x)dx = fix}

La expresion anterior se lee "Integral de f'(x) diferencial de x, es igual a la funcién
f(x)". En general el signo | se lee "Integral” o "Integral de”. La diferencial de x (dx) indica que x
es la variable de integracion.

En resumen, en el calculo integral siempre se dara la diferencial de una funcion

primitiva y nos pedirs encontrar la funcién primitiva, tal que al diferenciarla obtengamos la
derivada que se nos dio al principio.

Férmulas Para La Integracion

(s + v dhw) = b+ v -

bl

jadu = ajdu
fdr=x+c
“I&X
jurdu="5+c
j2 = Inu+ c, ver formula 28
_ a
ja“du- E+c
je“du =e"+c

fsinudu = —cosu+c

© % N S M A WN

fcosudu = sinu +¢
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10. {sec?udu = tanu + ¢

11. fcsc?udu = —cotu +c¢

12. {secutanudu = secu+c

13. fescucotudu = —cscu + ¢

14. ftanudu = -Incosu +c=Insecu+c
15. [cotudu =tnsinu +c

16. [secudu = In(secu + tanw) + ¢

17. fescudu = In(cscu + cotu) + ¢

de _ 1 1
T sarctanz +¢

19 [ =5i+c u? > q?
20. j‘a:,zéln{:.—’ﬁi»c a>u?
21 IJFJ:'.TI' =arcsing + ¢

2 "JZ%T :ln(u+ yu? +a? ) +c

- \
""2 =ln{;u+ ui-a?j+c

1 “
24 f—2t— =;arcseci+c

4:1-2

25 o - adu=4Ja? - u? +—"51-afcsin§+c

26. Nu2+azdu=‘§',/a2+u2 +"_21.]n(u+ /az+uz)+c
7. W= du= 3= a? - Linfu+ f7a ) +c

28 fuldu=lnu+c

Constante De Integracion

Al derivar funciones que sélo varien en una constante se ilega al miamo resuitado.
Si integramos esto, no podriamos définir cual seria la funcion pnimitiva exacta. Por ello, al
integrar, se agrega una constante ¢ para abarcar estas formas, recordando que la derivada de una
constante es cero.
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