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MATEMATICAS Iii ﬁ

Geometria Plana

ReseNa Historica
Los pnmeros conocimientos geométricos que tuvo el hombre consistian en un
conjunto de reglas practicas. Para que la geometria fuers considerada como ciencia tuvieron que
pasar muchos siglos, hasta llegar a los griegos. Es en Grecia donde se ordenan los conocimientos
empiricos adquiridos por ¢! hombre a través del tiempo y, al remplazar la observacion y la
expenencia por deducciones racionales, se eleva la geometria al plano rigurosamente cientifico.

Babilonia.:

En la Mesopotamia, region situada entre el Tigris y el Eufrates, florecié una
civilizacion cuya antigdedad se remonta a 57 siglos aproximadamente. Los babilonios fueron,
hace cerca de 6000 afios, los inventores de la rueda. Tal vez de ahi provino su afin por descubrir
las propied:des de la circunferencia y esto los condujo a que la relacién entre la circunferencia y
su diametr: era aproximadamente igual a 3. Este valor es famoso porque también se da en el
Antiguo Testamento (primer libro de los reyes).

Los babilonios lo hallaron considerando que la longitud de !a circunferencia era un
valor internedio entre los perimetros de los cuadrados inscrito y circunscrito en una
circunferencia. Cultir«ron la astronomia y conocieron que el afio tiene aproximadamente 360
dias, dividieron la circunferencia en 360 partes iguales obteniendo el grado sexagesimal. Tamt:én
sabian trazar el hexdgono regular inscrito v conocian una formula para hallar el area del trapecio
rectangulo.

La base de la civilizacién egipcia fue la agricuttura. La aplicacién de los
conocimientos geométricos a la medida de la tierra fue la causa de que se diera a esta parte de la
matematica el nombre de "geometria”, que significa medida de 1a tierra.

. Los reyes de Egipto dividieron ias tierras en parcelas, cuando el Nilo en sus
crecidas se Ilevaba parte de las tierras, los agrimensores tenian que rehacer las divisiones y
calcular cudnto debia pagar el duefio de la parcela por concepto de impuesto, ya que éste era
proporcional a la tierra cultivada. Pero la necesidad de medir las tierras no fue el vinico motivo
qmmweronlosegxpmospnmesnﬂnnhsmtanmcu,p\mmsmculhvmh
geometria aplicandola a la construccién.

Hace mas de 20 siglos fue comstruida la "Gran Pirimide"; un pueblo que
emprendi6 una obra de tal magnitud poseia, sin lugar a dudas, extensos conocimientos de
geometria y de astronomia, ya que se ha comprobado que, adem4s de la precision con que estan
determinadas sus dimensiones, la Gran Pirdmide de Egipto est perfectamente orientada.
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La matematica egipcia la conocemos principalmente a través de los papiros. Entre
los problemas geométncos que apamcen resueltos en ellos se encuentmn los siguientes:

g o ﬁ . L4

>  Area del tringulo méscef&i
>  Area del trapecio isésceles.
>  Area del circulo.

Ademaés, en los papiros hay un estudio sobre los cuadrados que hacen p«:nsar que
los egipcios conocian algunos casos partlctﬂatee dela propledad del tridngulo mctﬁnguio que mAs
tarde inmortaliz a Pltagoras

La geometria de los egipcios era eminentemente empirica, ya que no se basaba en
un sistema l6gico deducido a partir de axiomas y postulados.

Los griegos, grandes pensadores, no se contentaron cor saber reglas y resolver
"problemas particulares”. No se sintieron satisfechos hasta obtener explicaciopes racionales de las
cuestiones en general y especialmente de las geométricas. En Grecia comienza la geometria como
ciencia deductiva.

Tales de Mileto (siglo VII a.C.}: Representa los comienzos de la Geometria como
ctencia racional. Sus estudios lo condujeron a resolver ciertas cuestiopes como la deter ninacion
de distancias inaccesibles, la igualdad de los 4ngulos de la base el tridngulo iséscele: 1 valor
del angulo ins.rito v la demostracion de los teoremas que llevan su nombre.

Pitagoras de Samos (siglo VI a.C.j. Se dice que fue discipulo de Tales. El
descubnimiento de 1a relacién a’ = b* + ¢? para cualquier tridnguio rectangulo v su demostracion se
deben indiscutiblemente a Pitagoras.

Euclides (siglo IV a.C.): Escribié una de las obras mas famosas de todos los
tiempos: los "Elementos®. Euclides construye la geometria partiendo de definicicnes, postulados y
axiomas con los cuales demuestra teoremas que, a su vez, le sirven para demostrar otros teoremas.

Platén (siglo IV a.C.): Para Platén las matematicas no tienen finalidad préctica:
solo se cultiva con el unico fin de conocer. Dividié la geometria en elemental y superior. La
geometria elemental comprendia todos los problemas que se podian resolver con regla y compas.
La geometria superior estudiaba los tres problemas mas famosos de la geometria antigua no
resolubles con regla y compas:

>  Cuadrawra del circulo.
>  Tnseccién del angulo.
>  Duplicacion del cubo.
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Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.): Calculé un valor mas aproxamado de pi,
el 4rea de la elipse, el volumen del cono y de la esfera. Estudi6 la espiral de Arquimedes que sirve
para la triseccion del ngulo. :

Apolonio de Pérgamo (260-200 a.C.): Estudi6 ampliamente las secciones conicas

Herdn de Alejandria (siglo 11 d.C.): Demostrt la conocida fomula que lieva su
nomb;e,pmhalhrelmdemuitnguloenﬂmciondemshdoa.

Concepros Preliminares
Iageomeﬁhelammdulammdehsmammaﬁcasqueumdiahspmpiedada
intrinsecas de las figuras, es decir, las que 1o se alteran con el movimiento de las mismas.

Cmndoesmdiaﬁgtmcontmidasentmplano(dosdimensimea)seﬂama
goometria plana.  Si estudia cuerpos geométricos de tres dimensiones se llama geometria del
espacio. Hay otras geometrias que constituyen especialidades dentro del campo de las
matematicas: geometria analitica, geometria descriptiva, geometria proyectiva. ..

Meétodo Deductivo: Es el usado en la ciencia y principalmente en la geometria.
Este método consiste en encadenar conocimientos que se suponen verdaderos de manera tal que se
obtienen nuevos conocimientos {(conclusion o paradigma). Es decir, obtener nuevas proposiciones
como consecuencia logica de otras anteriores.

Acioma: Es una proposicion tan sencilla y evidente que se admite sin
demostracion, por ejemplo, «El todo es mayor que cuaiquiera de sus partes».

Postulado: Es una proposicién no tan evidente como un axioma, perc también se
admite sin demostracion, por ejemplo, «Hay infinitos puntos».

Teorema: Es una proposicion que puede ser demostrada. La demostracion consta
delmconjuntodemzonamimtosqmwnducenalaevidmciadelnverdaddelapmposicién. En
elemmciadodetodoteommasedixﬁnguendospartea,hipétesisﬂoquesesupone)ytesis(loque
se quiere demostrar). Porejunplo,enelteomna«LasmmdelosAng\ﬂosintaioresdelm
uiangulombdosmaos»,hhipotesismndem«A,Bstonang\ﬂosideem
tri@gulo»ylatesis«lasmdelosﬂngulosA,ByCvaledosmctos».

En la demostracion, se utilizan los conocimientos adquiridos enlazados de una
maners logica.

Corolario: Es una proposicién que se deduce de un teorema, como consecuencia
del mismo. Por ejemplo, del teorema anterior se deduce el siguiente corolario; «La suma de los
angulos agudos de un tridngulo rectdngulo vale un recto.
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Teorema reciproco: Todo teorema tiene su reciproco. La hipotesis y tesis del
reciproco son, respectivamente, la tesis e hipétesis del otro teorema, que en este caso se llama
teorema directo. Por ejemplo, del teorema «L.a suma de los angulos agudos de un tridngulo vale
dos rectos», obtenemos el siguiente reciproco: «Si la suma de los Angulos interiores de un
poligono vale dos rectos, el poligono es un tridngulos.

No siempre los teoremas reciprocos son verdaderos. Asi, por ejemplo, hay un
teorema que dice «Las diagonales de un cuadrado son iguales» y su reciproco dice: «Si las
diagonales de un paralelogramo son iguales, la figura es un cuadrado». Este reciproco es falso
porque la figura puede ser un rectangulo que también tiene sus diagonales iguales.

Lema: Es una proposicién que sirve de base a la demostracién de un teorera. Es
como un teorema preliminar a otro que se considera mas importante. Por ejemplo, para deiostrar
el volumen de una pirdmide se tiene que demostrar antes el lema que dice «Un prisma triangular
se puede descomponer en tres tetraedros equivalentes».

Escolio: Es una observacion que se hace sobre un teorema previamente
demostrado. Por ejemplo, después de demostrar un teorerna que dice «En una misma
circunferencia o en circunferencias iguales a mayor arco, corresponde mayor cuerda», se puede
afiadir como escolio: «Si no se consideran arcos menores que una semicircunferencia, a mayor
arco corresponde menor cuerda».

Problema: Es una proposicion que incorpora todo lo anterior e implica una accion
de pensamiento y trabajo. Se considera como teoremas en accion y se llega a una conclusion y a
una solucion verdadera si el proceso es correcto.

Concepros Geomérricos Basicos
Punto: El punto existe como idea y se -iefine como algo tan pequefio que solo tiene
una representacion. Un punto geométrico es imaginado tan pequefio que carece de dimension.

_ Linea: Es un tipo especial de conjunto de puntos. Tiene una sola dimensién: la
Linea recta: Es el menor conjunto de puntos que unen dos puntos A y B por la
distancia ma4s corta. Larectasesueledmigmrpordosdesuspmnoscommaﬂechadedosmmtas

encima; asi, 1a recta que une A y B se representa: AB Una recta geométrica se extiende sin limite
endossenndoe No comienza ni termina. Se admiten los siguientes postulados:

>  Por dos puntos pasa una recia y solamente una.
>  Dos rectas no pueden tener mas que un solo punto en comun.

Linea curva: Toda aquella linea que no es recta. Actualmente se considera que
las Hneas curvas pueden tener trazos rectos o no tenerlos. Los tipos especiales de curvas que se
consideran mas mmportantes son:
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> Linea quebrada formada por trazos rectos.
> Curva simple cerrada

Laamsimpleee(mdasepuedemdetalmmaqueempimywmimenel
mismoptmtoyéneeselm&coqnsetocadosvecu. Eﬂeﬁpodeumﬁmmintaiorym
exterior, y se admite el siguiente postulado: «Al unir un punto interior A con un exterior B de una
curva simple cerrada, se corta dicha curvan.

hsmpaﬁciessonlosﬂmhuqmmmnalosmapudelupacioqmlosmdea.
Las sunerficies tienen dos dime; siones: largo y ancho.

Recias Y Planos

Semirrecta: Si s~bre una recta sefialamos un punto A, se le llama semirrecta al
conjuntodepmtosformadosporelAytodos!osquele +iguen ¢ todos los que le preceden El
punio A es el origen de la semirrecta. Una semirrecta s: suele representar por el origen y otro
punto de ella con una fiecha de una punta encima. Asi, I semirrecta de origen C y otro punto D

—>
se repre senta por CD.

Segmento: SisobmtmarectasemlamosdosplmxosAyB,sellanmsegmentoel
comuntodepmnoscomprendidosemreAmeASmosdosptmtos,queselhmauextremosdel
segmento. Gemralmemedquesenombmenpﬁimahgarseleﬂmmmigm;alo&o,exumno.
Unfwgmenwudwi@amlgm&mem hos y con un trazo encima, asi, el segmento que
va de E a F se representa por EF.

Se admite el siguiente postulado: «La distancia mas corta entre dos puntos es el
segmento que los une». '

Plano:  Un plano es un conjunto parcial de infinitos .puntos. Un plano en

mateméticas se imagina de extension ilimitada. Se suele representar por un paralelogramo y se
mmbraportesdesmpMoamalineadocopmmletmgﬁega,paejanplo,phmABCo

Se admiten los siguientes postulados:

> «Poruesp\mtosnoalineadospasaunplanoysolameme unox.
> «Sitmamctaﬁmdospuntoccommoonmphno,todalarectaesﬁmelplano».
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Semiplano: Toda recta de un plano lo divide en dos regiones llamadas semiplanos.
Cada punto del plano corresponde a uno de los semiplanos, excepto los puntos de la recta, que
pertenecen a los dos.

Se admite el siguiente postulado: «Si dos planos tienen un punto en comun, tienen |
una recta en comun». En ese caso, la recta se llama recta de interseccion de los dos planos.

Poligonales: A las lineas quebradas se les llama también poligonales y, en sste
caso los segmentos que 1as forman reciben el nombre de lados y a
B - c los puntos comunes se les lama vértices.

A/_—\D Poligonal convexa: Si al prolongar en los dos

sentidos cualquiera de sus lados, toda la poligonal queda en un

mismo semiplano { ABCD).

i
/F—{ I Poligonal concava: Si al proiongar en los dos
E/ sentidos alguno de sus lados, parte de la poligonal queda en un
m; Semiplano Yy pa.ne en el otro (EFf r}ﬂ)

Teonema

B o «En dos poligonales convexas de extremos comunes.

R i envolvente es mayor que la envueltas

Hipédtesis:  ABCD poligonal envolvente, AFED
poligonal envuelta, A y D extremos comunes.

Tesis: AB +BC +~ CI » AF + FE + ED

Construccion auxiliar: Se prolonga AF hasta cortar a BG en G y FE hasta cortar a
CDenH

_Demostracion: _En ABGF tenemos que AB+BG>AF+FG. En FGCHr
tenemos que FG + GC + CH > FE + EH. En EHD tenemos que EH + HD > ED.

Sumando tepemos que:
AB+BG+FG+GC+CH+FH+HD >AF+FG+FE+EH+ED

Pero B—G+G_C=Eyczi+@=_c—_—_ﬁ,ior lo que sustituyendo y eliminando
términos semejantes, nos queda: AB + BC > AF + FE + ED, como se queria demostrar.
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Angulos
Angtﬂoeslaabumfmmadapocdocsemimctascm\mmismoodgennamado
vértice. Lasseminectasuﬂammhdu,eléngﬂosedesigmpamaleﬁamayﬁscuhsiﬂmdaen
elvéxﬁce,avemsexxﬁlmalmaleﬁ‘agtiegadenn'odeltngtﬂo. También se utilizan 3 letras
mayosculas de manera que quede en
medio la letra que esta situada en el
vértice del Angulo. La figura representa

vérﬁceeneloentroysusladospasanpadosdivisimoonsecuﬁvas. Cada division de la
circunferencia se llama también grado. Cadagmdoseencuenmdivididoenwpaﬁesigmles
Hamada: »s.xinmosycadamimnoenmpanesigualesllamdassegmdos. Los sirolos de estas
unidades son rrados (%), minutos (") y segundos (7). Por ejemplo, si vn angulo mide 38 grados, 15
minutos v 12 -egundos, se escribe: 38° 15' 12",

Modemamente se considera también a veces la circunferencia dividida en 400
parte: iguales, llamadas "grados centesimales”. Cada grado tiene 100 "minutos centesimales” y
cada minuto tiene 100 "segundos cente-imales”. Este sistema, llamado sistema centesimal, es
pocc asado. Por ejemplo, si un dngulo mide 72 grados, 50 minutos y 18 segundos centesimales,
s escribe: 728 50™ 18%.

También existe otro sistema, lamado sistema civcular, en el que se usa como
unidad e! angulo llamado "radian”. Un radiin es el Angulo cuyos !ados comprenden un arco cuya
longitud es igual al radio de la circunferencia. Como la longitud de una circunferencia es 27
radios, resulta que existen 2x radianes en 360°.

Con todo esto, podemcs enunciar una formila general para conversiones entre
estos :ses sisternas de angulos:

S
180

"X

=R_C
200

Vipos De rAngutos: |

Angulos adyacentes: Sonlos que estan formados de manera que un lado es comum
y los otros dos pertenecen a la misma recta.

Angulo recto: Es el que mide 90°.

Angulo llano: Es aquel en el que un lado es pmlohgacibn del otro y mide 180°

Angulos complementarios: Son dos o més angulos que sumados valen 90°
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Complemento de un dngulo: Se llama complemento de un dngulo a lo que le falta
a éste para valer un 4ngulo recto. El complemento de un 4ngulo de 30° es un 4ngulo de 60°.

Angulos suplementarios: Son los angulos que sumados valen dos angulos rectos,
es decir, 180°. ‘ ’

A Suplementp de un dngulo: Es lo que le falta al 4ngulo para valer dos angulos
rectos. El suplemento de un 4ngulo de 60° es un 4ngulo de 120°.

>  Los 4ngulos suplementarios ZAOC y ZCOB estan en relacién 2:3. Hallarlos.

Si asignamos el valor de 2x al ZAOC v 3x ZCOB, formamos una ecuacién de
primer grado con una incognita:

2x+3x = 180°
5x = 180°
x =36°
El angulo AOC mide 72° y el 4ngulo COB mide 108°.
> Hallar el suplemento del 4ngulo de 123° 9' 16".

Se convierten los 180° en !79° 59' 60" y se procede con la resta.

179°  59* 60"
-123° 09" 16"
56°  50° 44

«Dos dngulos adyacentes son suplementarios».

Hipétesis: LAOC y £BOC son angulos adyacentes.

Tesis: ZAOC + ZBOC = 180°.

- Demostracion:
ZAOC + £BOC = /BOA (Por suma de angulos).

ZBOA = 180°
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Luego, ZAOC + £ZBOC = 180° (por el axioma que dice que dos cosas iguales a
una tercera son iguales entre si).

Angulos opuestos por el vértice: Son dos angulos tales que los lados de uno de
ellos son las prolongaciones de los lados del otro

Teonema 5:

«Los dngulos opuestos por el vértice son iguales».

Hipétesis: ZAOD y ZBOC son opuestos por el vértice.

Tesis: ZAOD = £ZBOC.
Demostracién: ZAOD + ZAOC = 2R, entonces ZAOD = 2R - SAOC.
De igual forma, /BOC + ZAOC = 2R, entonces Z/BOC = 2R - ZAOC.

Comparando las igualdades, se tiene que ZAOD) = ZBOC. ‘nalogamente se
puede derniostrar que ZAOC = ZBOD.

Angulos consecutivos: Dos éngulos son consecutivos si tienen un tado comun que

separ: : ios otros dos. Varios angulos son consecutivos si el primero es consecutive del segundo,
éste aei tercerc v asi sucesivamente

Teorema 4

«Los dngulos consecutivos formados a un lado de una
recla suman 180°».

Hipétesis: ZAOD, ZDOC y .“COB son angulos
consecutivos formados a un lado de 1a recta AB.

Tesis: LAOD + £ZDOC + £ZCOB = 180°.
Demostracién:
£ZAOD + ZDOB = 180° Por adyacentes.
£1OB = /DOC + ZCOB Por suma de angulos.

Sustituyendo las ecuaciones, tenemos que ZAOD + ZDOC + ZCOB = 180°.
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Teonema S

«la suma de los dngulos consecutivos
alrededor de un punto vale cuatro dngulos rectos»

Hipétesis: AOB, /BOC, ZCOD, £/DOR y
£EOA son angulos consecutivos alrededor del punto O.

Tesis: £AOB + /BOC + ZCOD + /DOE

+ ZEOA = 4R.

Construccién auxiliar: Prolonguemos la recta que une a B con O, de manera que
el ZDOE quede c:vidido en /DOMy ZMOE, tales que ZDOM + /ZMOE = ZDOE.

Demostracion:

£ZBOC ~ ZCOD + £DOM = 2R y ZAOB ~ ZEOA + ZMOE = R. Sumana.
ambas ecuaciones: ZAOB + .ZBOC + ZCOD + ZEOA + /DOM + /£MOE = 4R. Recordand::
la igualdad de angulos mencionada en la construccion auxiliar, se tiene que:

ZAOB + /BOC + ZCOD + ZEOA + ZDOE = 4R, como se queria demostrar.

Perpendicularidad Y Paralelismo
Se dice que dos rectas son perpendiculares cuando al cortarse forman cuatr-
angulos iguales. Cada uno es un angulo recto. El simbolo de perpendicular es L. Es importante
el caracter reciproco de la perpendicularidad: «si una recta es perpendicular a otra, ésta es
perpendicular a la primera».

Postuindo: «Por un punto fuera de una recta, en un planc pasa una perpendicular
a dicha recta y solo una», todas las demas rectas son oblicuas. El punto en el que cruza una
perpendicular a una recta es el pie de la perpendicular. Equivalentemente, loe pmnosenlosque
las oblicuas cruzan a la recta son los pies de las oblicuas.

Teorewa 6.

«Si por un punto exterior a una recta trazamos una
perpendicular y varias oblicuas, se verifica que:

1. El segmento de perpendicular comprendido entre ¢! punto y la
recta es menor que cualquier segmento de oblicua.

2. Los segmentos de oblicuas cuyos pies equidistan del pie de la
perpendicular, son iguales.
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3. De dos .egmentos de oblicuas cuyos pies no eqmdzsm del pie de la perpendicular, es
mayor aquel que equidisia mds.

Para la demostracién de este teorema utilizaremos el postulado del movimiento:
«una figura geométrica puede moverse sin cambiar de tamafio o forma».

Hipdtesis: PC_LAB; PF, PD, PE oblicuas a AB; CF = CD;, CE > CD.
Tesis:

1. PC<PD.
2. PF=PD.
3. PE>PD.
Construccién auxiliar: Doblemos la figura por AB (postulado del movimiento).
El punto P >cupar la posicion P' de manera que CP' = CP, PF = PF, PD =PD, PE =PE.
Demostracion primera parte

PC + CP'<PDL + DP' La distancia mas corta entre dos puntcs es 1a recta. Pero
tenemos cue PC = CP'y que PD = DP", asi que 2PC < 2PD y por lo tanto PC < D

Demostracién segunda parte:

Doblemos 1a figura por PP' de manera que llevemos el semiplano de la izquierda
sobre el semiplano de la derecha. El punto F coincidira con el punto D porque FC = CD.
Entonces tendremos que PF = PD por coincidir sus extreinos y porque por dos puntos pasa una
recia y solamente una.

Demostracion tercera parte:

PE + EP'> PD + DP' La distancia mas corta entre dos puntos es la recta. Pero
tenemos que PE = EP'y que PD = DF", ast que 2PE > 2PD y por lo tanto PE > PD.

Teorema reciproco: Si por un punfo exterior a una recta se trazan varias rectas
que corten a la primera, se verifica:

1. El menor de todos los segmentos comprendidos entre el punto y la recta, es perpendicular a
ésta.
2. Sidos segmentos oblicuos son iguales, sus pies equidistan del pie de la perpendicular.

3. Si dos segmentos oblicuos son desiguales, el pie del segmento mayor dista mas del pie de la
perpendicular que el pie del segmento menor.
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Distancia de un punto a una recta: Es la longitud del segmento perpendicular
trazado desde el punto a la recta. Este segmento tiene las propiedades de ser unico y el menor
posible.

Paralelismo: Se dice que dos rectas de un plano son paralelas cuando al
prolongarlas no tienen ningiin punto en comim. El paralelismo tiene la propiedad reciproca, es
decir: «si una recta es paralela a otra, esta otra es paralela a la primera». Se acepta que toda recta
es paralela a si misma. Esta propiedad se llama propiedad idéntica. El paralelismo se expresa
con el signo ||. Asi, para afirmar que la recta AB es paralela a la recta CD, se expresa: AB || CD.

Teorema 7

«Dos rectas de un plano, perpendiciiares a una
tercera, son paraleias entre si»

Hipotesis: CD L AB; EF L AB.

Tesis: CD {| EF

Demostracion. Supongamos que CD no es paralela a EF. En este caso se
cortarian en algun punto, digamos P. Pero entonces tendriamos que por P pasarian dos
perpendiculares a la misma recta AB, lo cual es imposible, luego CD y EF no pueden tener ningun
punto comim y, por lo tanto, son paralelas. Es decyr. CD es paralela a EF. Encontramos el
siguiente corolario: «Por un punto extericr a una recta, pasa una paralela a dicha recta»

Paralelas Coriadas Por Una SecanTe

Al cortar dos rectas, AB y CD, por una tercera recta SS', llamada secante, se
forman ocho angulos, cuatro en cada punto de interseccion. Para designarlos, se numeran en
sentido de las manecillas del reloj, como indica la figura.

>  Angulos internos: Son los angulos £4, 23, 26y Z5.

r >  Angulos externos: Son los engulos £1, £2, /8y Z7.
A 1 ﬁs B B>  Angulos alternos internos: £3y £5; Z4y £6.
43 >  Angulos alternos externos: £1y £7, L2y £8.
s /s »  Angulos correspondientes: 1y £S5, £2y £6, L3y /T,
3 %, 5 f<ay s
>  Angulos conjugados internos: £3y £6,Z4y Z5.

>  Angulos conjugados externos: /2y £7. L1y £8.

Postulado:  «Toda secante forma con dos paralelas 4ngulos comespondientes
iguales»
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Teonema §:
«Toda secante forma con dos paralelas dngulos alternos internos iguales».

Hipdtesis: AB || CD; SS' es una secante; £4 y £6, Z3 y Z5 son &ngulos alternos
internos.

Tesis: £4 =16, 23 =1L5.
Demostracion:

- £4 = /2 por ser opuestos por el wértice. £2 = £6 por ser comespondientes, por lo
que /4 = £6. Analogamenite se puede demostrar que /3 = £5.

Teorema reciproco: «Si una secante forma con dos rectas de un plano angulos
alternos internos iguales, dichas rectas son paralelasy.

Deorema 9

«Toda secante forma con dos paralelas dngulos alternos externos iguales».,

Hipétesis: AB || CD, SS' es una secante; £ y Z7, £2 y Z8 son 4ngulos alternos
externos.

Tesis. Z1=27,£42= /8.
Demostracion:

£ 1= /3 por ser opuestos por el wertice. £3 = £7 por ser cor::-spondientes, por lo
que £1 = £7. Analogamente se puede demostrur que £2 = /8.

Teorema reciproco: «Si una secante forma con dos rectas de un plano dngulos
alternos externos iguales, dichas rectas son paralelas».

Teonzia 10:
«Dos dngulos conjugados internos, entre paralelas, son suplementarios ».

Hipétesis: AB || CD; SS' es una secante; /3 y £6, Z4 y /5 son angulos
conjugados intemos.

Tesis: £3+£6=2R;, Z4+/5=2R.
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Demostraciéon:

45 + Z6 = 2R por ser angulos adyacentes. £5 = Z£3 por ser angulos alternos
internos, por lo que £3 + £6 =2R. Anilogamente se puede demostrar que £4 + /5 = 2R.

Teorema reciproco: «Si una secante forma con dos rectas de un plano 4ngulos
conjugados internos suplementarios, dichas rectas son paralelas».

Teorema 71
«Dos dngulos conjugados externos, entre paralelas, son suplementarios».

Hipétesis: AB || CD, SS' es una secante; Z1 y £8, Z2 y £7 son angulos
conjugados internc:

Tesis. LY+ L8 =2R; 4.+ /27 =2R.
Demostracion:

Z7 + Z8 = 2R por ser dngulos advacentes. 7 = /1 por ser angulos alternos
internos, por lo que Z1 + Z8 = 2R. Anilogamente se puede demostrar que 22 + £7 = 2R.

Teorema reciproco: «Si una secante forma cor: Jos rectas de un plano angulos
conjugados externos suplementarios, dichas rectas son paraielas:

Angt los Con Lados Paralelos O Perpendiculares

“Teonema 72:

A

«Dos dngulos que tienen sus lados respectivamente
paralelos y dirigidos en el mismo sentido son igualess.

Hipétesis: BA || B'A", BC || BC'; el ZABC y el
ZA'B'C' tienen sus lados dirigidos en el mismo sentido.

Tesis: LABC = ZAB'C'.

Construccion auxiliar: Prolonguemos el lado B'C' hasta que corte el lado BA,
formandose el Angulo Za.

Demostracion: ZABU = Lo por comrespondientes. ZABC = Za por
correspondientes; por lo que resulta que ZLABC = ZABC".
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«Dos dngulos que tienen sus lados respectivamente
paralelos y dirigidos en sentido contrario son iguales».

Hipétesis: BA i B'A, BC || BC', el ZABC y el
ZA'B'C' tienen sus lados dirigidos en sentido contrano.

Tesis: £ABC = ZAB'C".

Construccién auxiliar: Prolonguemos los lados A'B'y B'C' pera formar el angulo

Zao.

Demostracién: £ABC = Za por tener lados paralelos y dirigidos en el mismo
sentido. ZAB'C' = Za por opuestos por el vértice; por lo que resulta que ZABC = ZAB'C..

Teonema 14:
c p «Si dos dngulos tienen sus lados respectva::ente
/ paralelos, dos de ellos dirigidos en el mismo sentido y los otr.: dos
/“ . “ en el sentido contrario, dick s dngulos son suplemeniarios ».
B A

Hipétesis: BA || B'A'y en sentido contranio; B’ || B'C'
y en el mismo sentidc

Tesis: LABC + ZAB'C' = 180°.
Cunstruccién auxiliar: Prolonguemos A'B' formandose el angulo a.

Demostracién: ZAB'C' + £ = 2R por ser adyacentes. Za = ZABC por tener
lados paralelos y del mismo sentido. De estas igualdades se deduce que ZAB'C' + ZABC =2R.

Teorema 15
c A
o
PN
B A

Tesis: £ABC=/ABC.

«Dos dngulos agudos cuyos lados  son
respectivamente perpendiculares son iguales».

Hipotesis: BA 1 B'A", BC 1 B'C, ZABC < IR;

ZAB'C'< 1R

Construccién auxiliar: Tracemos por B las semirrectas BA" || B'A'y BC" || B'C',
de manera que ZA™BC" = ZAB'C' por tener lados paralelos y del mismo sentido. E1 ZA"BC le
llamaremos Za.
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Demostracion:

ZC"BA" + Za = 1R, por ser BC 1 B'C' y BC" || B'C', entonces BC 1 BC".
Trasponiendo, Z/C"BA" = IR - Zo. =

ZABC + Za = IR, por ser BA 1 B'A'y BA" || B'A’ por lo que BA | BA"
Trasponiendo, ZABC = IR - Za..

Comparando estas dos igualdades, tenemos que ZC™BA" = ZABC pero por otro
lado, ZC"BA" = ZAB'C', con lo que resulta: ZABC = ZAB'C'.

«Dos dngulos, uno agudo y otro obtuso, que tienen
sus lados respectivamente perpendiculares son suplemeniariosy.

Hipétesis: B'A' 1 BA, B'C' L BC, £23C < IR,
ZABC' > IR.

Tesis: ZABC + ZAB'C'=2R.
« ‘onstruccion auxiliar: Prolonguemos A'B' hasta que se forme el Za.
iemostracién: £ABC = Za por tener lados perpendiculares y ser los dos angulos

agudos, ZAB" " - Za = 180° por ser adyacentes. De estas dos igualdades pcdemos deducimos
que ZAB'C'— - ABC = 18C°.

«Dos dngulos obtusos que tienen sus lados respectivame .te
perpendiculares son iguales».

Hipétesis: B'A' 1 BA, B'C' L BC; - ZABC > IR,
ZAB'C'> 1R

Tesis: L/ABC = /AB'C'

Construccion auxiliar: Prolonguemos AB y A'B' formandose el Zo y el Za', que
son iguales por ser agudos v tener sus lados respectivamente perpendiculares.

Demostracion: La + ZABC = 180° y Za + ZAB'C' = 180° por ser anyulos
adyacentes. También tepemos, por comstruccion, que Zo = Zo'. Comparando estas tres
igualdades se deduce que ZABC = Z/AB'C".
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TriAnGulos
Unhiang\ﬂoestmapomiéndeplamlimihdapmmmqnsewmdosa
dos. Tiene,pcrlohnﬁo,mhdos,mvérﬁoesyménguloa. A cada wértice se le asigna una
letra maytscula. El lado opuesto se design: con la misma letra en mintscula. El lado que
comcida con la horizontal se le denomina base El perimetro es la suma de las longitudes de los
lados del tridngulo. La suma de los 4ngulos interiores de cada triangulo es igual a 180°. En un
ﬂiéngtﬂomd&ngﬂo,dhdom&ywseledamﬁmhipaenuuycumabﬂmmmmu.

Clasifecacisn De Los Tridngulos Atendiends # Sus Lados:

1. Tridngulo Isésceles: Es el que tiene dos lados iguales. Los angulos opuestos a dichos lados
también son iguales. El lado desigual suele llamarse base.

2. Tridngulo Equildtero: Es el que tiene sus tres lados iguales y los tres angulos también son
iguales.

3. Tridngulo Escaleno: Es el que tiene sus tres lados diferentes y sus tres 4ngnios diferentes.

Ulascficacisn De Los Tnihngulos rtendiends A Sus Angutos:
i Tridngulo Acutdngulo: Es el que tiene sus tres angulos agudos.

2. Tridngulos Obtusdngulo: Es el que tiene un angulo obtuso.
3

"ricngulo Rectdngulo: Es el que tiene un angulo recto, gen: ralmente designado con A. Los
catetos son los lados que forman el ngulo recto v la hipotenusa es el lado opuesto al ngulo recto.

Rectas Y Puntos MNotables En EL Tridnguls:

1. Mediana: Es el segmento trazado desde un vértice hasta el punto medio del lado opuesto, se
designa por "m". El punto de interseccion de las tres medianas se llama "baricentro”.

2. Altra: Es la perpendicular trazada desde :«n vértice al lado opuesto o a su prolongacién, se
designa por "h". El punto donde concurren las tres alturas se 1lama "ortocentro”.

3. Bisectriz: Es la recta notable que corresponde a la bisectriz de un angulo interior;
consecuentemente hay tres bisectnices, una para cada angulo. El punto donde concurren las tres
bisectrices se llama "incentro".

4. Mediatriz: Es la perpendicular en el punio medio de cada lado, se denomina con "M". el
punto de interseccion de las tres mediatrices se llama "circuncentro”.

Poligonos
Se llama poligono a Ia porcién de plano limitada por una curva cerrada Hamada
linea poligonal. El poligono es convexo cuando estd formado por una poligonal convexa y
concavo si estd formado por una poligonal concava.

Los lados y veértices de la poligonal son los lados y vértices del poligono. Los
angulos internos o interiores de un poligono son los formados por cada dos lados consecutivos.
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Los 4ngulos exteriores o externos de un poligono son los 4ngulos adyacentes a los interiores,
obtenidos prolongando los lados en un mismo sentido. El ntimero de lados del poligono es igual
al nhmero de vértices y de angulos. La linea poligonal que limita al poligono se llama contorno.
El perimetro del poligono es igual a la longitud de su contomno, es decir, igual a la suma de la
longitud de sus lados. Poligono regular es aquel que tiene todos sus lados y angulos iguales; es
decir, que es equiltero y equiangulo.

‘ La nomenclatura de poligonos segin el nimero de lados es como se indica en la
siguiente tabla:

lodes {Nombre |lodes |Nombre Lodos | Nombrs
31 Tridngulo 71 Heptigono 11{Endectgone
4|Coodrilitero 8, Octigono 12! Dodecdgono
5|Pentigono 9| Enedgono N 15| Pentedecigono
6{Hexagono 10! Decigono ]

Los poligonos 20 incluidos en esta tabla no tienen nombre especial.
Diagonc:i  Es el segmento determinado por dos vértices no consecutivos.

Teoner:a 15:

«La suma de los dngulos interiores (££1) de un poligono convexo es igual a
tantas ve: es dos dngulos rectos como lados menos dos tiene el poligono»

Hipotesis. LA, £B, ZC... son los angulos interiores de un poligono convexo de n
lados.

Tesis: £Li=ZA+ ZB+/C+..=2R(n-2).

Construccion auxiliar: Desde un vértice cualquiera, tracemos tdas las diagonales
que parten de ese vértice. El poligono quedara descompuesto en n-2 triangulos.

Demostracion: La sama de los dngulos interiores de los n-2 triAngulos es igual a
la suma de los dnguios interiores del poligono. La suma de los angulos interiores de cada

tridngulo vale dos rectos, es decir, 2R. Como el mimero de triangulos en que se ha descompuesto
en poligonos de n lados es n-2, resulta que:

£ 2i=2R(n-2)

Y asi, el angulo intenior de un poligono regular es:
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Teonema 19:
«La suma de los dngulos exteriores (LZe) de todo poligono convexo es igual a
cuatro dngulos rectosy

Hipétesis: £1, £2, ... son los angulos exteriores de un poligono convexo de n
lados.

Tesis: TLZe=/L1+ 2+ ... =4R.

Demostracién: El éngulo exterior y el angulo interior en cada vértice, suman dos
rectos por ser adyacentes. Multiplicando este valor por el mimero de vértices "n" tendremos la
suma de todos 1os angulos interiores mas la suma de todos los dngulos exteriores:

ZZ1+X/e=2Rn
Ile=2Rn-Th

Sustituyendo Z/1 = 2R(n-2) en la ecuacion anterior, resulta:

LZe=2Rn- 2R(n-2}
£/e=2Rn - 2Rn +4R
IZe=4R

Y el valor de cada dngulo exterior de un polizono regular es:

“Teorema Z0:
«El nunero de diagonales que pueden trazarse desde un vértice es igual al
ruriero de lados menos ires».

Hipétesis: ABC... es un poligono de n lados; d es el mimero de diagonales que se
pueden trazar desde un vértice.

Tesis: d =n-3.

Demostracién: Si desde un vértice cualquiera se trazan todas las diagonales
posibles, siempre habra tres vértices a los cuales no se puede trazar diagonal: el vértice desde el
cualseuazanylosdosvémceseonhguos Como el mimero de vértices es igual al mumero de
lados n, resulta d =n-3.
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Teoneneca 21
«Si n es el mimero de lados del poligono, el mimero total de diagonales D que

n-3
pueden trazarse desde todos los vértices estd dada por la form.ula D = o 3 ) >

Hipotesis: ABC... es un poligono de n lados y D es el numero total de diagomles.

Tesis: D= i’;—

Demostraciéon: Desde un vértice pueden trazarse n-3 diagonales; como hay n
vértices, el nimero de diagonales sera n(n-3). Pero como cada diagonal 'me dos vértices, de esta
manera hemos contado doble nimero de diagonales. Luego:

Teonema 22:

«Dos poligonos son iguales si pueden descomponer-e en igu:l mimero de
tridngulos respectivamente iguales y dispuestos del mismo modoy.

Hipotesis: ABCDE y AB'C'D'E' son dos poligonos tale . e
AABC = AAB'C'

AACD = AA'CD'
AADE = AADE'

yvy

Tesis. ABCDE = AB'CDT "

Demostracion: Siendo respectivamente iguales los triangulos en que han quedado
descompuestos ambos poligonos, resulta que los lados de los poligonos son iguales, por ser lados
de trisngulos iguales. Ademas, los angulos son iguales, por oponerse a lados iguales en
triAnguios iguales y por suma de angulos respectivamente iguales. Por lo tanto, ABCDE =
A'B'C'D'E' por tener l1ados y Angulos respectivamente iguales. ’

Rectproco: «Si dos poligonos son iguales, se pueden descomponer en igual
numero de trisngulos respectivamente iguales e igualmenie dispuestos».

Circunferencia
Circunferencia es el conjunto de todos los puntos de un plano que equidistan de
otro punto llamado centro. La circunferencia se denomina por su centro mediante una letra
mayuscula y radic (r).
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Los puntos cuya distancia al centro es mayor que el radio se llaman puntos
exteriores; los que distan del centro menos que el radio se llaman puntos interiores y si su
distancia al centro es igual al radio, son puntos que pertenecen a la circunferencia.
Circunferencias iguales son las que tienen radios iguales.

4 Arco: Distancia menor sobre la circunferencia
de dos puntos de la misma (OCD).

Cuerda: Recta que une dos puntos de la
circunferencia. Arco correspondiente es el menor de los que
determina (CD).

¥/ N Didmetro: Cuerda especial que une dos

_ puntos de la circunferencia y que pasa por el centro (AB). Es
\-lg igual a dos radios.
Secante: Recta que tiene + s puntos comunes con la « iunferencia (EF).
Tangente: Recta que tiene un s6lo punto comun con la circunferencia (1J).
Exterior: Kecta que no tiene ningun punto comun con la circunferencia (MN).
Circulo
Circulo es el conjunto de todos los puntos de la circunferencia y de lo: interiores a
la misms.

903

Sector circular: Area comprendida entre dos radios y un arco.

Segmento circular: Area comprendida entre una cuerda y su arco correspondiente.

Corona circular: Area delimitada por dos circunferencias que coinciden en origen
y plai:o con radios distintos.

Trapecio circular: Form~do por dos radios de una corona.
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Tr'yonomet‘rz’a

Teorema De PitAgoRras

«La suma de los cuadrados de los catetos de un tridngulo rectdngulo, es igu::l a
la hipotenusa al cuadradoy. a° =b? + ¢

Funciones TRIGONOMETRICAS

Seno: Es la razon entre el cateto opuesto y la hipotenusa. Ser. del angulc B se
escribe "sin B".

Coseno: Es la razbn entre el cateto adyacente yla hxpotenusa Coseno del d4ngulo
B se escribe "cos B*.

Tangente: Es la razén entre el cateto opmto y el cateto adyacente. Tangente del
angulo B se escribe "tan B".

Cotangente: Es la razén entre el cateto adyacente y el cateto opuesto. Cotangente
del 4ngulo B se escribe "cot B*.

Secante: Es la razon entre la hipotenusa y el cateto adyacente. Secante de! angulo
B se escribe "sec B".

Cosecante. Es la razon entre la hipotenusa y el cateto opuesto. Cosecante del
angulo B se escribe "csc B".
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Funciones “Inigonométuicas’
Genersl Z8 Z(
smB:%?— sinB=2 sinC =<
Cosano cos8 =< co8B =3 cosC =2
Tangene an6=2  ltanB=2 tanC = §
Cola-genis cotf=5  |otB=3 cotC = ¢
Socante sec = —c’% secB=¢% secC = {
Cossconte csc0=Z  |cscB=1 cscC =1
Signas De Las Punciones “Trigonométtricas Et Cundrante:
! mjm N
Seno + + -
(oseno + |- +
Tangents + +
(ofongente + - +
Sacanis + - +
(osaconts + +

Seno 0 1 0 -
(oseno - 0 -1 0
Tongenis 0 o | 0 ©
Cofongente © 0 { o | 0
Secons 1 o | -l @
(oseconte © 1 o | -l
Lelaciones Pundamentales Entre Las Junciones “Tnigonswubdiess:
5in0 = o cos® = 5 tan® = L
fosc© = = secO = Lo cot= 15
|sin?6 + cos?0 = 1 |tan?6 + 1 = sec™0 |1 + 01?8 = cac?@
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Identidades TrigonomETRicas

Identidad trigonométrica es una igualdad algebraica entre funciones de un mismo
4ngulo, que se verifica para cualquier valor que se atribuye a dicho angulo. Para comprobar una
identidad trigonométrica, es decir, para evidenciar que el primer miembro de la igualdad
propuesta es idéntico al segundo, hay que efectuar en el primer miembro todas las operaciones que
sean necesarias, sin efectuar cambio alguno en el segundo, hasta que los dos miembros sean
idénticos.

Ejemplo:

cosB _ - cosd _ ,wnd o
m-sme = —,_,,_,-cose ——me-sme
1]

Ecuaciones TRiIGONCMETRICAS
Ecuacion trigonométrica es una igualdad aizebraica entre razones trigonométricis
-ie un mismo anguly que sélo se sausface para deterrii.ado valor o valores del angvo. Pur
zjemplo, 2co8c = sec 0L €8 una ecuacion gue se satisface para «=45°,

Raiz Je una ecuacion trigonométrica es todo valor del angulo que la satisface.
Resclver una ecuacion trigonomeétrica es hallar su raiz o raices. Las ecuacicnes trigonomeétricas.
al igual que las algebraicas, pueden ser de cualquier grado v simultineas. Para resolver una
ecuacion trigonomeétrica que contiene diferentes funciones, se transtorma en otra equivalente que
contenga una sola funcion y se vuelve luego a los procedimientos algebraicos ordinarios.

Como las funciones trigonométricas de angulos que se difererncian en un numero
exacto de vueltas son iguales, serd necesario afladir a las soluciones obienidas un multipio
cualquiera de 360°. Esto no es necesario si nos indican que el angulo es menor de 360°.

Como ejemplo tenemos:

2c086tan0-1=0 = 2c086=5-1=0 - 25in6-1=0 > sin6=1
raiz = 30°

En ciertas ocasiones sera necesario emplear la férmula general de las ecuaciones e

segundo grado:
—bt/b2—4ac
X = 2a
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Resolucion De Triangulos Rectangulos

Un tridngulo cualquiera est4 perfectamente determinado si se conocen tres de sus
elementos (entreﬂng\ﬂosylados)sianmquemodeellosseamhdo. Y como un tridngulo
rectangulc siempre tiene un 4ngulo recto, estd determinado por dos de sus elementos, siempre que
uno de elios sea un lado.

Resolver un triangulo consiste en calcular los elementos faltantes. Para resoiver
Jos triangulos rectangulos, tenemos los siguientes casos:
1. Dados los dos cstetos.
Dados un cateto v 1a hipotenusa.
Dados un cateto y un angulo agudo.
Dados la hipotenus: y un angulo agudo.

[

W

Para resolver un trisngulo rectangulo recurriremos al Teorema de Pitagoras y a las
funciones trigonométricas antes descritas.

Resolucion D Triavgulos Oblicuangulos
Para la resolucion de los tridngulo: sblicusngulos se puede aplicar la ley de los
=108 y 1a ley de los cosenos:

Ley de los senos: -7.08 lados de un trianguio oblicusngulo son proporcionales a
los senios de los angulcs opuestos».

Le; de los cosenos: «El cuadrado de un lado de un triangulo es igual a la suma de
ios cuadradcs de los otros dos lados, menos el duplo de dichos lados por el coseno del angulo que
forman». Por ejemplo:

a® =b%2+c%-2bccos A
Encontramos los siguientes tres casos de resolucion de trisngulos oblicuangulos:

1. Conocidos los tres lados.
2. Conocidos dos lados y el angulo comprendido.
3. Conocidos un lado y dos angulos.
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~ El area de los tridngulos oblicudngulos se puede determinar en funcion de sus
lados. Se obtiene el semiperimetro (s) sumando la longitud de los lados y dividiendo el resultado
entre dos. Con este dato y la longitud de los lados, aplicamos la siguiente ecuacién.

AA = [s(s—aXs - bXs-c)
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